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注：bi与m互素，则bi加上m的整数倍（即bi+km）也与m互素。

a与m互素，b与m互素，则ab与m也互素，与m互素的数字模m的结果都在b1到bφ(m)之中，因而有——

φ函数公式  
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补充  
在数论中，对正整数n，欧拉函数φ(n)是<=n的正整数中与n互质的数的数目。

φ念fai，四声。

此函数以其首名研究者欧拉命名，它又称为φ函数（由高斯所命名）。
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例如，φ(8)=4，因为1,3,5,7均与8互质。

φ(1)被定义为1，但是并没有任何实质的意义。

当m = p为素数时，φ(p) = p – 1；

当m = pk为素数幂次时，φ(p) = pk – pk-1。

更普遍地，如果gcd(m, n) = 1，φ(mn) =φ(m)φ(n)。

式子①

式子②

式子③

 

在数论中，欧拉定理（也称费马-欧拉定理或欧拉φ函数定理）是一个关于同余的性质。欧拉定理表明，
若 n, a为正整数，且n, a 互素（即 gcd(a,n)=1），则

即aφ(n)与1在模n下同余。

欧拉定理得名于瑞士数学家莱昂哈德·欧拉。

欧拉定理实际上是费马小定理的推广。

编码  
利用式子②编码：

// 代码1

int phi(int n)

{

    int res = n;

    for(int i = 2; i <= n; i++)

    {

        if(n % i == 0)

        {

            n/=i;

            res = res - res / i;

        }

        while(n % i == 0)

            n/=i;

    }

    return res;

}
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由分析可以知道，这个函数的时间复杂度为O(n)，当n达到1e9，肯定会超时。由于任何一个合数都存在
着至少一个不大于sqrt(n)的质因数，所以只需遍历到sqrt(n)即可，这样时间复杂度为O(sqrt(n))。

利用式子①编码：

时间复杂度为O(sqrt(n))。

上述三份代码，从代码2或代码3中选择其一写熟即可。

求n以内所有数字的欧拉函数：

// 代码2

int phi(int n)

{

    int res = n;

    for(int i = 2; i * i <= n; i++) // 降低时间复杂度

    {    

        if(n % i == 0)

        {

            n/=i;

            res = res - res / i;

        }

        while(n % i == 0)

            n/=i;

    }

    if(n > 1) // 因为是遍历到sqrt(n)，所以可能存在未除尽或者n本身就为质数的情况

        res = res - res / n;

    return res;

}
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// 代码3

int eular(int n)

{

    int ret=1, i;

    for (i=2; i*i<=n; i++)

    {

        if (n%i==0)

        {

            n /= i, ret *= i-1;

            while (n%i==0)

                n/=i, ret*=i;

        }

    }

    if (n>1) ret *= n-1;// n-1 是最后一个素数

    return ret;

}
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// 代码4

#include <iostream>

using namespace std;

const int MAX = 1024;

int N;

int p[MAX], phi[MAX];
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线性筛的写法：

int main()

{

    cin >> N;

    for(int i = 1; i <= N; i++)// 初始化

    {

        p[i] = 1;

        phi[i] = i;

    }

    p[1] = 0;// 1不是素数

    

    for(int i = 2; i <= N; i++)// 筛素数

    {

        if(p[i])

        {

            for(int j = i * i; j <= N; j += i)// j的初值不是i+i，因为这种情况在

i=2时已经覆盖过

                p[j] = 0;

        }

    }

    

    for(int i = 2; i <= N; i++)// 求欧拉函数

    {

        if(p[i])

        {

            for(int j = i; j <= N; j += i)// 处理素因子i

            {

                phi[j] = phi[j] / i * (i - 1);// 根据式子③，先除后乘，防止中间过
程超出范围

            }

        }

    }

    

    cout << "Primes: " << endl;

    for(int i = 1; i <= N; i++)

        if(p[i])

            cout << i << " ";

    cout << endl;

    cout << "Euler Phi Function: " << endl;

    for(int i = 1; i <= N; i++)

        cout << phi[i] << " ";

    cout<<endl;

    

    return 0;

}
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// 代码5

#define N 2000001

int phi[N];

int cnt,prime[N/10];

void Get_ol()

{

    for (int i=2;i<N;i++)

    {
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其它写法：

 

 

        if (!p[i])

        {

            prime[++cnt]=i;

            phi[i]=i-1;// 当i是素数时，φ(i)=i-1

        }

        for (int j=1;j<=cnt&&i*prime[j]<N;j++)

        {

            p[i*prime[j]]=1;

            if (i%prime[j]==0)// 线性筛法

            {

                phi[i*prime[j]]=phi[i]*prime[j];// 

gcd(i,prime[j])=prime[j]，φ(p^k)=(p-1)p^(k-1)=p*(p-1)p^(k-2)=p*φ(p^(k-1))

                break;

            }

            phi[i*prime[j]]=phi[i]*phi[prime[j]];// 由现在推未来，i与prime[j]互

素，运用φ(mn) =φ(m)φ(n)，phi[prime[j]]=prime[j]-1

        }

    }

}
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// 代码6

// hdu2824

void euler()

{

    int i,j;

    for(i=1;i<=3000000;i++)

        a[i]=i;

    for(i=2;i<=3000000;i++)

        if(a[i]==i)

        {

            for(j=i;j<=3000000;j=j+i)

                a[j]=a[j]/i*(i-1);

        }

}
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